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Програмно-орієнтовані логічні формалізми, 
будовані на основі композиційно-номінативного 
підходу, називаються композиційно-номінатив-
ними логіками. Такі логіки вивчались, зокрема, 
у [1]. Дослідження відношень логічного наслід-
ку в різних семантиках для цих логік здійснено у 
[3; 4]. У цій праці на основі властивостей відно-
шень логічного наслідку для множин формул бу-
дуються секвенційні числення композиційно-
номінативних логік квазіарних предикатів рено-
мінативного рівня – реномінативних логік (РНЛ). 
Розмаїття семантик та відношень логічного на-
слідку дає різні варіанти таких числень. Тут по-
будовано реномінативні секвенційні числення 
для відношень |=Cl , |=Cm , |=T , |=F , |=TF у неокла-
сичній (часткові однозначні предикати), переси-
ченій (тотальні неодно значні предикати), загаль-
ній (часткові неоднозначні предикати) семанти-
ках. Для таких числень доведено теореми 
коректності та повноти. 
Секвенцію визначаємо як множину формул, 
специфікованих символами  |–  та  –| , які не нале-
жать до алфавіту мови. Секвенції позначаємо 
|–Γ–|∆, де усі формули множини Γ специфіковані 
(відмічені) зліва символом |– , усі формули мно-
жини ∆ – символом –| . Не деталізуючи, секвенції 
позначаємо як Σ. 
Секвенційне числення для заданого відношен-
ня логічного наслідку |= будується так: секвенція 
|–Γ–|∆ вивідна (має виведення)  Γ |= ∆. 
Поняття замкненої секвенції (вони грають 
роль аксіом) уточнюється по-різному в різних 
численнях для різних відношень |= . При цьому 
має виконуватись умова: якщо секвенція |–Γ–|∆ 
замкнена, то Γ |= ∆. 
Правилами виведення секвенційних числень є 
секвенційні форми. Вони є синтаксичними анало-
гами семантичних властивостей відношення |=. 
Виведення в секвенційних численнях має 
вигляд дерева, вершинами якого є секвенції. Такі 
дерева називають секвенційними. Секвенційне 
дерево замкнене, якщо кожний його лист – 
замкнена секвенція. 
Секвенція Σ вивідна, якщо існує замкнене 
секвенційне дерево з коренем Σ. Таке дерево на-
звемо виведенням секвенції Σ. 
Поняття, які тут не визначаються, тлумачимо 
за працями [1; 3; 4]. 
1. Різновиди реномінативних 
секвенційних числень 
Нагадаємо основні властивості відношень 
логічного наслідку для множин формул (|= озна-
чає: для неокласичної семантики – це |=Cl, |=T, 
A. Kulaga
ZERO-KNOWLEDGE PROOF OF DIFFIE–HELLMAN PROBLEM SOLUTION 
The paper contains main concepts of the interactive proof theory and suggests zero-knowledge proof of 
Diffi e–Hellman problem solution with bilinear maps. 




СЕКВЕНЦІЙНІ ЧИСЛЕННЯ РЕНОМІНАТИВНИХ ЛОГІК 
КВАЗІАРНИХ ПРЕДИКАТІВ 
Побудовано секвенційні числення реномінативних композиційно-номінативних логік часткових 
однозначних, тотальних неоднозначних та часткових неоднозначних квазіарних предикатів. Для 
цих числень доведено теореми коректності та повноти. 
Ключові слова: логіка, предикат, композиційно-номінативний підхід, логічний наслідок, секвен-
ційне числення. 
© Шкільняк С. С., 2012
24 НАУКОВІ ЗАПИСКИ НаУКМА.  Том 138.  Комп’ютерні науки
|=F, |=TF;  для пересиченої — |=Cm, |=T, |=F, |=TF; 
для загальної — |=TF ). 
U) Нехай Γ |= ∆ та ∆  Σ, тоді Γ |= Σ;  нехай Γ |= ∆ 
та Γ  Λ, тоді Λ |= ∆. 
|– ) , Γ |= ∆  , Γ |= ∆. 
–| ) Γ |= ∆,   Γ |= ∆, . 
|– ) , Γ |= ∆  , Γ |= ∆ та , Γ |= ∆. 
–| ) Γ |= ∆,   Γ |= ∆, , . 
|– ) (), Γ |= ∆  , , Γ |= ∆. 





z xR  Γ |=TF ∆  ( ),vxR  Γ |=TF ∆. 
RT–|) Γ |=TF ∆, ,, ( )
z v
z xR    Γ |=TF ∆, ( )vxR  .
RT|–) ,, ( )z vz xR  , Γ |=TF ∆  ( )vxR  , Γ |=TF ∆. 
RT–|) Γ |=TF ∆, ,, ( )z vz xR    Γ |=TF ∆, ( )vxR  .
RR|–) ( ( )),v wx yR R  Γ |=TF ∆  ( ),v wx yR  Γ |=TF ∆. 
RR–|) Γ |=TF ∆, ( ( ))v wx yR R    Γ |=TF ∆, ( )v wx yR  . 
RR|–) ( ( )),v wx yR R  Γ |=TF ∆  ( ),v wx yR  Γ |=TF ∆. 
RR–|) Γ |=TF ∆, ( ( ))v wx yR R    Γ |=TF ∆, ( )v wx yR  . 
R|–) ( ),vxR  Γ |=TF ∆  ( ),vxR  Γ |=TF ∆. 
R–|) Γ |=TF ∆, ( )vxR    Γ |=TF ∆, ( ).vxR   
R|–) ( ),vxR  Γ |=TF ∆  ( ),vxR  Γ |=TF ∆. 
R–|) Γ |=TF ∆, ( )vxR    Γ |=TF ∆, ( ).vxR   
R|–) vxR (), Γ |=TF ∆  vxR () vxR (), Γ |=TF ∆. 
R–|) Γ |=TF ∆, vxR ()  Γ |=TF ∆, vxR () vxR (). 
R|–) ( ),vxR  Γ |=TF ∆  
v
xR (), vxR (), Γ |=TF ∆. 
R–|) Γ |=TF ∆, ( )vxR     Γ |=TF ∆,
( )vxR   та  Γ |=TF ∆, ( ).vxR 
N|–) ,, ( ),y vz xR  Γ |=TF ∆  ( ),vxR  Γ |=TF ∆  за 
умови у(). 
N–|) Γ |=TF ∆, ,, ( )y vz xR    Γ |=TF ∆, ( )vxR    за 
умови у().  
N|–) ,, ( ),y vz xR  Γ |=TF ∆  ( ),vxR  Γ |=TF ∆  
за умови у(). 
N–|) Γ |=TF ∆, ,, ( )y vz xR    Γ |=TF ∆, ( )vxR    
за умови у(). 
Для |=Cl (неокласична семантика) та |=Cm (пе-
ресичена семантика) додатково справджуються 
(тут |= — це |=Cl, |=Cm ):
|– ) , Γ |= ∆  Γ |= ∆, . 
–| ) Γ |= ∆,   , Γ |= ∆.
Наявність кожного з логічних наслідків у всіх 
семантиках (неокласичній, пересиченій, загаль-
ній) гарантує властивість:
С) , Γ |= ∆, . 
Властивості, які додатково гарантують наяв-
ність логічного наслідку:
СL) , , Γ |= ∆
(для неокласичної семантики |= — це |=T, |=Cl ; 
для пересиченої — |=F, |=Cm );
СR) Γ |= ∆, ,  
(для неокласичної семантики  |= — це |=F, |=Cl ; 
для пересиченої — |=T, |=Cm ).
СLR) , , Γ |=TF ∆, ,  
(для неокласичної й пересиченої семантик).
Для РНЛ можна отримати такі різновиди сек-
венційних числень. 
Відношення |=Cl (неокласична семантика) дає 
відоме реномінативне секвенційне числення од-
нозначних часткових предикатів [1]. Позначимо 
його RnCl. 
Числення RnCl формалізує також відношення 
|=Cm (пересичена семантика).
Відношення |=T у випадку неокласичної се-
мантики та відношення |=F у випадку пересиче-
ної формалізуємо за допомогою числення, яке 
назвемо RnL.
Відношення |=F у випадку неокласичної се-
мантики і відношення |=T у випадку пересиченої 
формалізуємо за допомогою числення, яке на-
звемо RnR. 
Відношення |=TF у випадку неокласичної та у 
випадку пересиченої семантики формалізуємо 
за допомогою числення, яке назвемо RnLR. У ви-
падку загальної семантики |=TF формалізуємо за 
допомогою числення, яке назвемо RnGS. 
Числення RnCl 
Замкненість секвенції Σ дається властивістю С:
С) Σ замкнена, якщо існує формула  така, що 
|–Σ та –|Σ.
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Тут (A) – множина строго неістотних [3] 
предметних імен формули A.
Числення RnL
Замкненість секвенції Σ дається властивостя-
ми С і СL. Властивість СL така:
СL) Σ замкнена, якщо існує формула  така, 
що |–Σ та |–Σ. 
Секвенція Σ замкнена, якщо виконується при-
наймні одна з С чи СL.
Базовими секвенційними формами числення 
RnL є |, |, |–RT, –|RT, |–RR, –|RR, |–R, –|R, |–R, 
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Замкненість секвенції Σ дається властивостя-
ми С і СR. Властивість СR така:
СR) Σ замкнена, якщо існує формула  така, 
що –|Σ та –|Σ. 
Секвенція Σ замкнена, якщо виконується при-
наймі одна з С чи СR.
Базові секвенційні форми числення RnR такі 
ж, як і для числення RnL. 
Числення RnLR 
Ззамкненість секвенції Σ дається властивостя-
ми С і СLR. 
Властивість СLR означає одночасне виконан-
ня властивостей СL та СR.
Секвенція Σ замкнена, якщо виконується при-
наймі одна з С чи СLR. 
Базові секвенційні форми числення RnLR такі 
самі, як і для числення RnL.  
Числення RnGS 
Умова замкненості секвенції задається власти-
вістю С.
Базові секвенційні форми числення RnGS такі 
самі, як і для числення RnL.
Основну властивість базових секвенційних 
форм встановлює
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1) якщо Λ |= Κ, то Γ |= ∆;  2) якщо Λ |= Κ та 
Χ |= Ζ, то Γ |= ∆. 
Тут |= — одне з відношень |=Cl , |=Cm , |=T , |=F , 
|=TF . 
2. Побудова секвенційного дерева. 
Модельні множини
Розглянемо процедуру побудови дерева для 
секвенції . Вона здійснюється однаково для 
числень RnL, RnR, RnLR, RnGS і подібна до відо-
мої [1] процедури побудови дерева для RnCl-
числень. Така побудова починається з кореня 
дерева. Процедуру побудови розіб’ємо на етапи. 
Кожне застосування секвенційної форми прово-
диться до скінченної множини доступних наразі 
формул. На початку кожного етапу виконуємо 
крок доступу: до списку доступних формул до-
даємо по одній формулі зі списків |–-формул та 
–|-формул. Якщо недоступних |–-фор мул чи –|-фор-
мул немає (відповідний список вичерпано), то 
на подальших кроках доступу додаємо по одній 
формулі невичерпаного списку. На початку побу-
дови доступна лише пара перших формул спис-
ків (єдина |–-формула чи–|-формула, якщо один зі 
списків порожній). 
Нехай виконано k етапів процедури. На етапі 
k+1 перевіряємо, чи буде кожен із листів дерева 
замкненою секвенцією. Якщо всі листи замкне-
ні, то процедура завершена позитивно, ми отри-
мали замкнене секвенційне дерево. Якщо – ні, то 
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для кожного незамкненого листа ξ робимо на-
ступний крок доступу, після чого добудовуємо 
скінченне піддерево з вершиною ξ. Для цього ак-
тивізуємо всі доступні формули ξ, які не є при-
мітивними чи їх запереченнями. По черзі до 
кожної активної формули застосовуємо відпо-
відну секвенційну форму. 
Секвенційні форми типів RT та RT допо-
міжні: перед застосуванням однієї з форм іншо-
го типу усуваємо, у разі наявності, тотожні пере-
йменування, застосовуючи належну кількість 
разів форми типу RT чи RT. Після застосуван-
ня недопоміжної форми формула дезактивуєть-
ся. Після виконання секвенційної форми форму-
ла пасивна. До пасивних та утворених на даному 
етапі формул секвенційні форми не застосову-
ються. Повтори формул усуваються. 
При побудові секвенційного дерева можливі 
такі випадки: 
1) процедуру завершено позитивно, маємо скін-
ченне замкнене дерево; 
2) процедуру завершено негативно, маємо скін-
ченне незамкнене дерево; 
3) процедури не завершено, маємо нескінченне 
незамкнене дерево. 
За відомою лемою Кеніга нескінченне дерево 
зі скінченним розгалуженням має хоча б один 
нескінченний шлях. Отже, у випадках 2 і 3 у де-
реві існує шлях, усі вершини якого – незамкнені 
секвенції. Такий шлях назвемо незамкненим. Усі 
формули секвенції Σ зустрінуться на цьому шля-
ху і стануть доступними.
Теорема коректності для різних числень фор-
мулюється однаково. 
Теорема 2 (коректності). Нехай секвенція 
|–Γ–|∆ вивідна. Тоді Γ |= ∆. 
Тут |= – це |=Cl чи |=Cm для числення RnCl; |=T 
чи |=F для числень RnL, RnR; |=TF для числень 
RnLR, RnGS. Теорема доводиться індукцією за 
побудовою замкненого секвенційного дерева для 
|–Γ–|∆.
Для доведення повноти збудованих секвен-
ційних числень використаємо метод модельних 
(хінтікківських) множин [2]. Для різних варіан-
тів числень вводимо відповідні поняття модель-
ної множини специфікованих формул. 
Секвенційне числення RnCl
Множина Н – C-модельна, якщо виконуються 
умови:
НС) Не існує формули  такої, що |–Н та 
–|Н.
Н) Якщо |–Н, то –|Н;  якщо –|Н, то 
|–Н.
Н) Якщо |–Н, то |–Н або |–Н; 










z xR   Н, то –| ( )
v
xR   Н. 
НRR) Якщо |– ( ( ))
v w
x yR R  Н, то |– ( )v wx yR  Н;
якщо –| ( ( ))
v w
x yR R  Н, то –| ( )v wx yR  Н.
НR) Якщо |– ( )vxR  Н, то |–  ( )vxR  Н;
якщо –| ( )
v
xR  Н, то –|  ( )vxR  Н.
НR) Якщо |– vxR ()Н, то |– vxR () vxR ()Н;
якщо –|
v
xR ()Н, то –| vxR () vxR ()Н. 
НN) Якщо |– ,, ( )y vz xR  Н та у(), то 
|–





z xR  Н та у(), то –| ( )vxR  Н.
Тут НС – умова коректності L-модельної мо-
жини.
Секвенційне числення RnL
Множина Н – L-модельна, якщо виконуються 
НС, Н, НRT, НRR, НR, НR, НN, а також 
НСL, Н, Н, НRT, НRR, НR, НR, 
НN:
НСL) Не існує формули  такої, що |–Н та 
|–Н. 
Н) Якщо |–Н, то |–Н; якщо –|Н, 
то –|Н. 
Н) Якщо |–()Н, то |–Н та 
|–Н; 
якщо –|()Н, то –|Н або –|Н.





z xR  Н, то –| ( )vxR  Н. 
НRR) Якщо |– ( ( ))v wx yR R  Н, то 
|– ( )
v w
x yR  Н;
якщо –| ( ( ))
v w
x yR R  Н, то –| ( )v wx yR  Н.
НR) Якщо |– ( )vxR  Н, то |– ( )vxR  Н;
якщо –| ( )
v
xR  Н, то –| ( )vxR  Н.
НR) Якщо |– ( )vxR  Н, то |– ( )vxR  Н 
та |– ( )
v
xR  Н;
якщо –| ( )
v
xR  Н, то –| ( )vxR  Н або 
–|
( )vxR  Н. 
НN) Якщо |– ,, ( )y vz xR  Н та у(), то 
|–





z xR  Н та у(), то 
–|
( )vxR  Н.
Тут НС та НСL – умови коректності L-мо-
дельної можини.
Секвенційне числення RnR
Множина Н – R-модельна, якщо виконуються 
НС, Н, Н, Н, НRT, НRR, НR, НR, НN, 
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НRT, НRR, НR, НR, НN, а також 
НСR: 
НСR) Не існує формули  такої, що –|Н та 
–|Н. 
Тут НС та НСR – умови коректності R-мо-
дельної можини.
Секвенційне числення RnLR 
Множина Н – LR-модельна, якщо виконують-
ся НС, Н, Н, Н, НRT, НRR, НR, НR, 
НN, НRT, НRR, НR, НR, НN, а та-
кож НСLR:
НСLR) Не існують  та  такі, що |–Н, 
|–Н та –|Н, –|Н. 
Тут НС та НСLR – умови коректності LR-
модельної множини.
Секвенційне числення RnGS
Множина Н – GS-модельна, якщо виконують-
ся НС, Н, Н, Н, НRT, НRR, НR, НR, 
НN, НRT, НRR, НR, НR, НN.
Таким чином, визначення L-модельної, R-мо-
дельної, LR-модельної та GS-мо дельної множи-
ни відрізняються тільки різними умовами їх ко-
ректності.
Теорема 3. Нехай  – незамкнений шлях у 
секвенційному дереві, Н – множина всіх специ-
фікованих формул секвенцій цього шляху. Тоді 
Н – модельна множина відповідного типу (C-, 
L-, R-, LR-, GS-модельна).
Для переходу від нижчої вершини шляху до 
вищої використовується одна з базових секвен-
ційних форм відповідного числення. Переходи 
згідно з такими формами узгоджені з одноймен-
ними пунктами визначення модельної множини 
відповідного типу. Кожна формула шляху , яка 
не є примітивною чи її запереченням, рано чи 
пізно буде розкладена згідно з відповідною сек-
венційною формою. Усі секвенції шляху  
незам кнені, тому виконані умови коректності 
модельної множини (НС для C-модельної, НС та 
НСL для L-модельної, НС і НСR для R-мо-
дельної, НС та НСLR для LR-модельної, НС для 
GS-модельної).
Наступні твердження – теореми 4 і 5 – за-
дають побудову контрмоделей за відсутності ло-
гічного наслідку. Теореми доводяться індукцією 
за складністю формули згідно з побудовою мо-
дельної множини відповідного типу. 
Теорема 4. Нехай Н – C-модельна множина. 
Тоді існують АС A = (A, I), B = (A, I) та , VA 
такі: 
1) |–Н  T(A)  та  –|Н  F(A);
2) |–Н  F(B)  та  –|Н  T(B).
Пари (A, ) та (B, ) із такими властивостями 
будемо відповідно називати Cl-контрмоделлю та 
Cm-контрмоделлю. 
Нехай W = nm(Н). Візьмемо деяку А таку, що 
|А| = W, та ін’єктивні , VA  з im() = W. Задамо 
значення базових предикатів на ,  та на r vx (), 
r vx ():
– якщо |– рН, то T(рA); якщо –| рН, то F(рA); 
– якщо |– рН, то F(рB); якщо –| рН, то T(рB); 
– якщо |– ( )
v
xR p Н, то r vx ()T(рA); якщо 
–| ( )
v
xR p Н, то r vx ()F(рA);
– якщо |– ( )
v
xR p Н, то r vx ()F(рB); якщо 
–| ( )
v
xR p Н, то r vx ()T(рB).
В усіх інших випадках значення базових пре-
дикатів задаємо довільно, беручи до уваги обме-
ження щодо строго неістотності імен у(p) для 
рA та рB : для всіх d, hVA таких: d║-(p) = h║-(p), 
необхідно рA(d) = рA(h), рB(d) = рB(h). 
Для атомарних формул і формул вигляду 
( )vxR p  твердження теореми випливають з наве-
деного вище визначення значень базових преди-
катів. Наведемо доведення кроку індукції для 
п. Н. Для інших пунктів доведення аналогічне.
Нехай |–Н. Згідно з Н |–Н або |–Н. 
За припущенням індукції для  маємо T(A) 
або T(A), звідки T(A)T(A) = T(A). 
За припущенням індукції для   F(B) або F(B), звідки F(B)F(B) = F(B). 
Нехай –|Н. Згідно Н  –|Н та –|Н. 
За припущенням індукції для  маємо F(A) 
та F(A), звідки F(A)F(A) = F(A). 
За припущенням індукції для   T(B) та T(B), звідки T(B)T(B) = T(B). 
Теорема 5. Нехай Н – модельна множина, 
яка може бути L-, R-, LR- чи GS-модельною. Тоді 
існують АС A = (A, I), B = (A, I) та , VA такі: 
1) |–Н  T(A)  та  –|Н  T(A);
2) |–Н  F(B)  та  –|Н  F(B).
Такі пари (A, ) і (B, ) назвемо T-контрмодел-
лю та F-контрмоделлю. 
Задамо значення базових предикатів на ,  
і на r vx (), r vx ():
– якщо |–рН, то T(рA); якщо –| рН, то T(рA); 
– якщо |–рН, то F(рA); якщо –| рН, то F(рA); 
– якщо |–рН, то F(pA) = T(pA); якщо 
–|pН, то F(pA) = T(pA); 
– якщо |–pН, то T(pA) = F(pA); якщо 
–|pН, то T(pA) = F(pA); 
– якщо |– ( )
v
xR p Н, то r vx ()T(рA); якщо 
–| ( )
v
xR p Н, то r vx ()T(рA);
– якщо |– ( )
v
xR p Н, то r vx ()F(рA); якщо 
–|
( )vxR p Н, то r vx ()F(рA);
– якщо |– ( )
v
xR p Н, то r vx ()F(pA); якщо 
–|
( )vxR p Н, то r vx ()F(pA); 
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– якщо |– ( )
v
xR p Н, то r vx ()T(pA); якщо 
–| ( )vxR p Н, то r vx ()T(pA).
В усіх інших випадках такі значення задаємо 
довільно, врахувавши указане в доведенні теоре-
ми 4 обмеження щодо строгої неістотності імен.
Наведемо як приклад доведення кроку індук-
ції для пп. НR та НR. Для інших пунктів до-
ведення аналогічне.
Нехай |–()Н. Згідно з Н маємо 
|–Н та |–Н. За припущенням індукції 
для  маємо T(A) = F(A) та T(A) = F(A), звідки F(A)F(A) = 
= T(()A). За припущенням індукції для  
маємо F(B) = T(B) та F(B) = T(B), 
тому T(B)T(B) = F(()B). 
Нехай –|()Н. Згідно з Н маємо 
–|Н або –|Н. За припущенням індукції 
для  маємо T(A) = F(A) або T(A) = F(A), звідки F(A)F(A) = 
= T(()A). За припущенням індукції для  
маємо F(B) = T(B) або F(B) = T(B), 
тому T(B)T(B) = F(()B). 
Нехай |– ( )
v
xR  Н. Згідно з НR має-
мо |– ( )
v
xR  Н та |– ( )vxR  Н. За припущен-
ням індукції для  маємо T( ( )vx AR  ) та 
T( ( )vx AR  ), звідки T( ( ) & ( )v vx x AR R    ) = 
= T( ( ( ) ( ))v vx x AR R    ) = T( ( )vx AR  ). 
За припущенням індукції для  маємо 
F( ( )vx BR  ) та F( ( )vx BR  ), тому 
F( ( )vx BR  )F( ( )vx BR  ) = F( ( )vx BR  ), 
звідки  F( ( )vx BR  ). 
Нехай –| ( )
v
xR  Н. Згідно з НR 
–| ( )
v
xR  Н або –| ( )vxR  Н. За при пущенням 
індукції для  маємо T( ( )vx AR  ) або 
T( ( )vx AR  ), звідки T( ( )vx AR  ) 
 T( ( )vx AR  ) = T( ( ) & ( )v vx x AR R    ) = 
= T( ( )vx AR  ), тому T( ( )vx AR  ). 
За припущенням індукції для  маємо 
F( ( )vx BR  ) або F( ( )vx BR  ), тому 
F( ( )vx BR  )F( ( )vx BR  )= F( ( ) & ( )v vx x BR R    ) = 
= F( ( )vx BR  ), звідси F( ( )vx BR  ). 
3. Повнота реномінативних 
секвенційних числень
Теорема повноти для різних варіантів секвен-
ційних числень та логічних наслідків формулю-
ється однаково. 
Теорема 6 (повноти RnCl для |=Cl , неокласич-
на семантика). Нехай Γ |=Cl ∆. Тоді секвенція |–Γ–|∆ 
вивідна в численні RnCl.
Припустимо супротивне: Γ |=Cl ∆ та |–Γ–|∆ неви-
відна. Якщо Σ = |–Γ–|∆ невивідна, то в секвенційно-
му дереві для Σ існує незамкнений шлях . За 
теоремою 3 множина Н усіх специфікованих 
формул шляху  – C-модельна. Тоді |–Γ–|∆  Н. 
За теоремою 4 існує Cl-контрмодель (A, ): 
|–Н  T(A) та –|Н  F(A). Згідно з 
|–Γ–|∆  Н для всіх Γ маємо T(A), для всіх 
Ψ∆ маємо F(ΨA). Звідси T(ΓA)F(∆A), то-
му T(ΓA)F(∆A)  . Це заперечує Γ |=Cl ∆. 
Теорема 7 (повноти RnCl для |=Cm , пересиче-
на семантика). Нехай Γ |=Cm ∆. Тоді секвенція 
|–Γ–|∆ вивідна в численні RnCl.
Припустимо супротивне: Γ |=Cm ∆ та |–Γ–|∆ не-
вивідна. Міркуючи як у теоремі 6, отримуємо 
C-модельну множину Н таку: |–Γ–|∆  Н. 
За теоремою 4 існує Cm-контрмодель (B, ): 
|–Н  F(B) та –|Н  T(B). Згідно з 
|–Γ–|∆  Н для всіх Γ маємо F(B), для всіх 
Ψ∆ маємо T(ΨB). Звідси F(ΓB)T(∆B), то-
му F(ΓB)T(∆B)  VA. Це заперечує Γ |=Cm ∆. 
Теорема 8 (повноти RnL для |=T , неокласична 
семантика). Нехай Γ |=T ∆. Тоді секвенція |–Γ–|∆ 
вивідна в численні RnL.
Припустимо супротивне: Γ |=T ∆ та |–Γ–|∆ неви-
відна. Міркуючи як у теоремі 6, отримуємо 
L-модельну множину Н таку: |–Γ–|∆  Н. 
За теоремою 5 існує T-контрмодель (A, ): 
|–Н  T(A) та –|Н  T(A). Згідно з 
|–Γ–|∆  Н для всіх Γ маємо T(A), для всіх 
Ψ∆ маємо T(ΨA). Звідси T(ΓA) та T(∆A)  хибно T(ΓA)  T(∆A). Це заперечує Γ |=T ∆. 
Теорема 9 (повноти RnR для |=F , неокласич-
на семантика). Нехай Γ |=F ∆. Тоді секвенція |–Γ–|∆ 
вивідна в численні RnR.
Припустимо супротивне: Γ |=T ∆ та |–Γ–|∆ неви-
відна. Міркуючи як у теоремі 6, отримуємо 
R-модельну множину Н таку: |–Γ–|∆  Н. 
За теоремою 5 існує F-контрмодель (B, ): 
|–Н  F(B) та –|Н  F(B). Згідно 
з |–Γ–|∆  Н для всіх Γ маємо F(B), для всіх 
Ψ∆ маємо F(ΨB). Звідси F(ΓB) та F(∆B)  хибно F(∆B)  F(ΓB). Це заперечує Γ |=F ∆. 
Теорема 10 (повноти RnR для |=T , пересичена 
семантика). Нехай Γ |=T ∆. Тоді секвенція |–Γ–|∆ 
вивідна в численні RnR.
Припустимо супротивне: Γ |=T ∆ та |–Γ–|∆ неви-
відна. Міркуючи як у теоремі 6, маємо R-модельну 
множину Н таку: |–Γ–|∆  Н. Далі доводимо так 
само, як у теоремі 8.
Теорема 11 (повноти RnL для |=F , пересичена 
семантика). Нехай Γ |=F ∆. Тоді секвенція |–Γ–|∆ 
вивідна в численні RnL.
Припустимо супротивне: Γ |=T ∆ та |–Γ–|∆ неви-
відна. Міркуючи як у теоремі 6, маємо L-модельну 
множину Н: |–Γ–|∆  Н. Далі доводимо так само, 
як у теоремі 9.
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Теорема 12 (повноти RnLR для |=TF , неокла-
сична семантика чи пересичена семантика). Не-
хай Γ |=TF ∆.  Тоді секвенція |–Γ–|∆ вивідна в чис-
ленні RnLR.
Припустимо супротивне: Γ |=TF ∆ та |–Γ–|∆ неви-
відна. Якщо Σ = |–Γ–|∆ невивідна, то в секвенцій-
ному дереві для Σ існує незамкнений шлях. Мір-
куючи як у теоремі 6, маємо LR-модельну мно-
жину Н: |–Γ–|∆  Н. 
За теоремою 5 існують T-контрмодель (A, ) 
та F-контрмодель (B, ) такі: |–Н  T(A) 
та –|Н  T(A); |–Н  F(B) та 
–|Н  F(B). 
Якщо під час виконання НСLR неправильна 
НСL (тоді маємо НСR), то для T-контр моделі 
отримуємо неоднозначний предикат, а для 
F-контрмоделі отримуємо нетотальний предикат, 
тому для логіки однозначних предикатів беремо 
F-контрмо дель, а для логіки тотальних предика-
тів – T-контрмодель.
Якщо під час виконання НСLR неправильна 
НСR (тоді маємо НСL), то для F-контр моделі 
отримуємо неоднозначний предикат, а для 
T-контрмоделі отримуємо нетотальний предикат, 
тому для логіки однозначних предикатів беремо 
T-контрмо дель, а для логіки тотальних предика-
тів – F-контрмодель.
Якщо вірні НСL та НСR, то можна брати і T-, 
і F-контрмодель. 
Для T-контрмоделі згідно з |–Γ–|∆  Н для всіх Γ маємо T(A), для всіх Ψ∆ маємо 
T(ΨA). Звідси T(ΓA) та T(∆A), звідки хиб-
но T(ΓA)  T(∆A). Це заперечує Γ A|=T ∆, тому й за-
перечує Γ |=TF ∆.
Для F-контрмоделі згідно з |–Γ–|∆  Н для всіх Γ маємо F(B), для всіх Ψ∆ маємо F(ΨB). Звідси F(ΓB) та F(∆B), звідки не-
правильно F(∆B)  F(ΓB). Це заперечує Γ B|=F ∆, 
тому й заперечує Γ |=TF ∆.
Теорема 13 (повноти RnGS для |=TF , загальна 
семантика). Нехай Γ |=TF ∆. Тоді секвенція |–Γ–|∆ 
вивідна в численні RnGS.
Припустимо супротивне: Γ |=TF ∆ та |–Γ–|∆ неви-
відна. Міркуючи як у теоремі 6, отримуємо GS-
модельну множину Н таку: |–Γ–|∆  Н. 
Далі доводимо так само, як у теоремі 12. При 
цьому зауважимо, що у випадку загальної семан-
тики можна брати як T-контрмодель, так і 
F-контрмодель.
Висновки
Тут побудовано секвенційні числення рено-
мінативних композиційно-номінативних логік 
часткових однозначних, тотальних неоднознач-
них та часткових неоднозначних квазіарних 
предикатів. Основою побудови є досліджені в 
попередніх роботах властивості відношень ло-
гічного наслідку для множин формул. Розмаїття 
таких відношень дає різні варіанти секвенційних 
числень. Для побудованих числень доведено тео-
реми коректності та повноти.
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